
 

水流流經植生坡面之流速分析 
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摘  要 

一般坡地上除了草地以外，尚有木本植物，因此模擬植生坡面上之薄層流(或稱為漫地流)，

需同時探討種植木本植物與草本植物之植生坡面，本研究依水深將流場劃分為兩層或三層，分

別為植生層、土層兩層，或木本層、植生層和土層三層。木本層之控制方程式是以 Navier-Stokes 

方程式加上木本植物對水流造成的阻力來描述；植生層與土層之控制方程式則以 Biot 孔彈性介

質理論為基礎，依不同的植生狀態加以修正、無因次化和以半解析的方式針對垂直流速分佈進

行求解。 

(關鍵詞：Biot 孔彈性介質理論、植生水流、流速分佈) 
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ABSTRACT 

  The sheet flow or overland flow was simulated by the theory of laminar flow passing over a 

grassed slope with wood. The flow region was divided into two layers (vegetation layer & soil layer) 

or three layers (wood layer, vegetation layer & soil layer) according to the water depth. The 

Navier-Stokes equations were employed to govern the flow in the wood layer, and the Biot’s theory 

of poro-elasticity was applied to delineating the flow in vegetation and soil layers. These equations 

were simplified, modified and nondimensionalized under different vegetation situations, and then 

solved analytically. As a result, the velocity distributions were derived by a semi-analytical approach 

for understanding the flow mechanism. 
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前言 

綜觀近年來的水土保持工程，不再是傳

統硬性工法專美於前，兼具美觀與效能的生

態工法也漸漸佔有一席之地。世界的環保意

識抬頭，在做水土保持處理時會以順應自然、

尊重自然的原則出發，盡量少用外來的材料，

最好就地取材以保持當地的生態平衡。在穩

定坡面方面，常使用打樁編柵、種子噴植或

是坡面草溝排水等植生工法施作。日後，除

了草皮之外，亦會有喬木或灌木生長。 

植生水流之流況主要受到植物本身很大

的影響，而在 Wu (2007)的研究中對於植物的

性質提出分類，植物依照變形的難易度可分

為柔性(flexible)或是剛性(rigid)，草本植物大

多屬於柔性，例如：青草、禾本科植物等，

而木本植物則被歸類為剛性，諸如：喬木、

灌木等。但是同一種植物的不同部位或是生

長時期的不同在變形的難易度上會有所不同，

舉例來說：樹幹或是灌木通常是屬於剛性的，

但它的枝葉則是柔性的，而幼樹容易受到外

力而變形直到成熟以後才能抵抗外力。在分

析植生水流的範疇中，主要以求得水流的流

速分佈為目的，Chiu (1986)曾表示：流速剖

面是了解流況最關鍵的部分，流速剖面有助

於計算流體之剪應力、二次流、擴散係數、

流量、砂礫濃度等。因此，近來的研究都致

力於建立一個簡單且實用的數學模式來預測

植生水流的流速分佈和平均流速 (例如 : 

Kubrak et al., 2008)。一般山坡地上的植被不

完全是柔性的草本植物，經常也有灌木叢或

是幾株喬木生長於其中，因此本文針對此類

混合兩種性質的植生坡地水流進行分析。 

 

數學模式 

考量水具黏滯性，且不可壓縮，以層流

流場進行分析。流場假設已達穩態且為完全

發展流。探討之坡面假設為無限寬，故僅考

量垂直二維，可忽略側向之效應。在土層中

忽略輸砂效應和流體與固體質量的耦合效應，

並假設木本植物受水流作用後彎曲但不回復，

因此忽略木本植物的速度。 

1. 水淹過草高之流況 

假設坡地水流深度高於草高，但不及木

本植物高，因此將流場劃分為三層，其範圍

和座標如圖 1 所示，其中第一層為水和木本

植物混合層，簡稱為木本層；第二層為草本

植物、木本植物與水交互層，簡稱為植生層；

第三層為可滲透土層，簡稱為土層。 

1.1 木本層之水流控制方程式 

木本層之控制方程式可由 Navier-Stokes 

方程式加上木本植物對水流所造成之阻力Fୢ
修正，x 方向之控制方程式如(1)式所示，而

單位面積之阻力公式可表示如(2)式： 

ߩ ቀப௨భப௧ ൅ ଵݑ ப௨భப୶ ൅ ଵݒ ப௨భப୷ ቁ ൌ ߠ݊݅ݏ݃ߩ െ ப௣భப୶ + 

ߤ ቀபమ௨భபమ୶ ൅ பమ௨భபమ୷ ቁ െ ∞ௗ,  െܨ ൏ x ൏ ∞, ݄ଶ ൑ y ൑ ݄ଵ ൅ ݄ଶ ௗܨ (1)       ൌ ଵଶ ଵଶݑ݉ܤ௪ܥߩ        (2) 

其中，uଵ、vଵ分別為木本層之 x 方向與 y 方

向流速，t為時間，pଵ為木本層之水壓力，ρ為
水密度，g為重力加速度，θ為坡度，Fୢ為木

本植物對水流所造成之阻力，C୵為阻力係數，B為每平方公尺坡面上之木本植物植株數。 
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由基本假設，可將(1)式整理成(3)式獲得

木本層之 x 方向控制方程式： 0 ൌ ߠ݊݅ݏ݃ߩ െ ப௣భப୶ ൅ ߤ ୢమ௨భୢమ୷ െ ∞     െ				ௗ,ܨ ൏ x ൏ ∞, ݄ଶ ൑ y ൑ ݄ଵ ൅ ݄ଶ      (3) 

而 y 方向之控制方程式則可表示為(4)式： െப௣భப୷ െ ߠݏ݋ܿ݃ߩ ൌ 0, െ∞ ൏ x ൏ ∞, ݄ଶ ൑ y ൑݄ଵ ൅ ݄ଶ          (4) 

1.2 植生層與土層之水流控制方程式 

植生層和土層水流控制方程式係引用宋

(1993)改寫 Biot(1956a,1956b,1962)孔彈性介

質理論，所建立之多孔介質層流模式中，描

述孔隙流體運動之動量方程式： ሺ1 െ ݊ሻߩ௦ డ୴౩డ୲ ൌ ߘ ∙ ௦ߪ ൅ ఓ௡మ௞೛ ሺv୤ െ vୱሻ ߩ݊ (5)    డ୴౜డ୲ ൌ ߘ ∙ ௙ߪ െ ఓ௡మ௞೛ ሺv୤ െ vୱሻ    (6) 

 

圖 1 木本層、植生層與土層三層示意圖 

Figure 1 Definition sketch of woody layer, 

vegetation layer and soil layer 

式中，݊為孔隙率，ߤ為動力黏滯係數，	ߩ௦為
固體的密度，	ߪ௦為固體的應力，vୱ為固體移

動速度，v୤為流體速度，ߩ為水密度，	ߪ௙為水

的應力，݇௣為比滲透係數。 

其中， ߪ௦ ൌ ߬௦ െ ሺ1 െ ݊ሻܫ݌     (7) ߬௦ ൌ ݁ܩ2 ൅ ׏ሺߣ ∙ dሻܫ       (8) ݁ ൌ ଵଶ ሺ׏d ൅ ሺ׏dሻ்ሻ ௙ߪ (9)       ൌ െ݊ܫ݌ ൅ ߤ݊ ቂ׏v୤ ൅ ሺ׏vୱሻ்ቃ       (10) 

式中，߬௦表有效應力，݌為孔隙水壓力，ܫ為
單位矩陣，ߣ、ܩ為 Lamé彈性係數，d為固體

的位移。 

植生層之控制方程式在考量木本植物對

水流所造成的阻力後，(5)式與(6)式可改寫

為： ሺ1 െ ݊ሻߩ௦ డ୴౩డ୲ ൌ ߘ ∙ ௦ߪ ൅ ఓ௡మ௞೛ ቀv୤ െ vୱቁ ൅    ଵଶ ′݉ܤ௪ܥߩ ቚv୤ቚ v୤ ߩ݊ (11)      డ୴౜డ୲ ൌ ߘ ∙ ௙ߪ െ ఓ௡మ௞೛ ቀv୤ െ vୱቁ   െଵଶ ′݉ܤ௪ܥߩ ቚv୤ቚ v୤      (12) 

再考慮重力項後，即可推導出植生層之流控

制方程式，分為對植株之控制方程式與對水

流之控制方程式，分別詳述如下： 

A. 植生層中對植株之控制方程式 

x 方向： െሺ1 െ ݊ଶሻ ப௣మப୶ ൅ ܩ பమௗೣப୷మ ൅ ఓ௡మమ௞೛మ ଶݑ ൅ଵଶ ଶଶ   ൅ሺ1ݑ݉ܤ௪ܥߩ െ ݊ଶሻߩ௦gsinθ ൌ 0,  െ∞ ൏ x ൏ ∞, 0 ൑ y ൑ ݄ଶ     (13) 

y 方向： ሺ2ܩ ൅ λሻ பమௗ೤ப୷మ െ ሺ1 െ ݊ଶሻ ப௣మப୷     െሺ1 െ ݊ଶሻߩ௦gcosθ ൌ 0,   െ∞ ൏ x ൏ ∞, 0 ൑ y ൑ ݄ଶ    (14) 
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式中，݊ଶ為木本層之孔隙率，݌ଶ為木本層之

水壓力，݀ ௫為木本植物在 x 方向之位移量，݀ ௬
為木本植物在 y 方向之位移量。(13)式與(14)

式可用來求解木本植物之位移量，但木本植

物之位移量極微小且本研究之重點在於水流

之水理分析，因此，本文不針對(13)式與(14)

式對木本植物之位移量求解。 

B. 植生層中對水流之控制方程式 
x 方向： െ݊ଶ డ௣మడ௫ ൅ ݊ଶμ ୢమ௨మୢ୷మ െ ఓ௡మమ௞೛మ ଶݑ െ ଵଶ ߠgsinߩ   ൅݊ଶ		ଶଶݑܤ௪ܥߩ ൌ 0,െ∞ ൏ x ൏ ∞, 0 ൑ y ൑ ݄ଶ(15) 

y 方向： െ݊ଶ డ௣మడ௬ െ ݊ଶρgcosθ ൌ 0,     െ∞ ൏ x ൏ ∞, 0 ൑ y ൑ ݄ଶ       (16) 

而土層之水流控制方程式可由(6)式在考

慮重力作用之後，可表示為： x方向：݊ଷμ ୢమ3ୢݑ୷మ െ ఓ௡యమ௞೛య 3ݑ െ ݊ଷ ப௣యப୶ ൅݊ଷߩgsinߠ ൌ 0,	 	 		െ∞ ൏ x ൏ ∞,െ∞ ൏ y ൑ 0   (17) y方向：െ ݊ଷ డ௣యడ୷ െ ݊ଷߩgcosߠ ൌ 0	, െ∞ ൏x ൏ ∞,െ∞ ൏ y ൑ 0    (18) 

式中，ݑଷ為土層之流速，݊ ଷ為土層之孔隙率，݌ଷ為土層之水壓力。 

1.3 邊界條件 

本研究之邊界條件分別位於自由水面處ሺy ൌ ݄ଵ ൅ ݄ଶሻ、木本層與植生層交界面ሺy ൌ ݄ଶሻ、地表面(y ൌ 0)與土層之無窮遠處

(y → െ∞)，茲分別說明如下： 

首先，將流體應力以張量表示如下： 

௙௜ߪ ൌ
቎െ݊௜݌௜ ൅ 2݊௜ߤ ப௨೔ப୶ ݊௜ߤሺப௩೔ப୶ ൅ ப௨೔ப୷ ሻ݊௜ߤሺப௨೔ப୷ ൅ ப௩೔ப୶ ሻ െ݊௜݌௜ ൅ 2݊௜ߤ ப௩೔ப୷ ቏(19) 

因考慮均勻流，上式可改寫如下： 

௙௜ߪ ൌ ቎െ݊௜݌௜ ݊௜ߤ ப௨೔ப୷݊௜ߤ ப௨೔ப୷ െ݊௜݌௜ ቏     (20) 

式中，下標 i=1,2,3，分別代表木本層、植生

層以及土層。 

A. 自由水面處 ሺܡ ൌ ૚ࢎ ൅  ૛ሻࢎ
由切線(x)方向流體應力連續，且在自由

水面處剪應力為零，根據(20)式可知： ߪ௙௬௫ଵ ൌ ݊ଵߤ ୢ୳భୢ୷ ൌ 0, y ൌ ݄ଵ ൅ ݄ଶ      (21) 

另外，法線(y)方向流體應力連續，且假設無

風力及水波的作用下，大氣壓力為零(以相對

壓力計)，則根據(20)式表示如下： ߪ௙௬௬ଵ ൌ െ݊ଵ݌ଵ ൌ 0, y ൌ ݄ଵ ൅ ݄ଶ ଵ݌ (22)     ൌ 0, y ൌ ݄ଵ ൅ ݄ଶ      (23) 

B. 木本層植生層之交界面(ܡ ൌ   (૛ࢎ
由切線(x)方向流體應力連續，根據(20)

式可知： ఙ೑೤ೣభ௡భ ൌ ఙ೑೤ೣమ௡మ ⇒ ߤ ୢ௨భୢ୷ ൌ ߤ ୢ௨మୢ୷ , y ൌ ݄ଶ   (24) 

再由切線(x)方向流體速度連續，可得： ݊ଵݑଵ ൌ ݊ଶݑଶ, y ൌ ݄ଶ     (25) 

另外，法線(y)方向流體應力連續，根據(20)

式可知： ఙ೑೤೤భ௡భ ൌ ఙ೑೤೤మ௡మ ⇒ ଵ݌ ൌ ,ଶ݌ y ൌ ݄ଶ      (26) 



唐靖雅、謝平城： 
水流流經植生坡面之流速分析 

589 

C. 地表面(ܡ ൌ ૙) 
由切線(x)方向流體應力連續，根據(20)

式可知： ఙ೑೤ೣమ௡మ ൌ ఙ೑೤ೣయ௡య ⇒ ߤ ୢ௨మୢ୷ ൌ ߤ ୢ௨యୢ୷ , y ൌ 0   (27) 

再由切線(x)方向流體速度連續，可得： ݊ଶݑଶ ൌ ݊ଷݑଷ, y ൌ 0     (28) 

另外，法線(y)方向流體應力連續，根據(20)

式可知：  ఙ೑೤೤మ௡మ ൌ ఙ೑೤೤య௡య ⇒ ଶ݌ ൌ ,ଷ݌ y ൌ 0     (29) 

D. 土層無窮遠處(ܡ → െ∞) 

切線(x)方向流體速度為零，可以表示

為：  ݑଷ ൌ 0, y → െ∞       (30) 

1.4 水壓力之解析解 

首先由(4)式可解得木本層之水壓力通

解： ݌ଵ ൌ െߠݏ݋ܿ݃ߩy ൅ ݂ሺxሻ, െ∞ ൏ x ൏ ∞, 	݄ଶ ൑y ൑ ݄ଵ ൅ ݄ଶ        (31) 

將(31)式代入(3)式整理可以發現݂ሺxሻ為 x 一

次方函數或為常數，再配合邊界條件(23)式，

即可求出木本層的水壓力分佈特解如下： ݌ଵ ൌ ሺ݄ଵߠgcosߩ ൅ ݄ଶ െ yሻ,			  െ∞ ൏ x ൏ ∞, ݄ଶ ൑ y ൑ ݄ଵ ൅ ݄ଶ    (32) 

另外，植生層之水壓力分佈通解可由(16)

式對 y 積分後得到： ݌ଶ ൌ yߠgcosߩ ൅ ݃ሺxሻ,			    െ∞ ൏ x ൏ ∞, 0 ൑ y ൑ ݄ଶ    (33) 

將(33)式代回(15)式後發現可將݃ሺxሻ視為常

數，配合邊界條件(26)式後，可得植生層之水

壓力分佈式如下： ݌ଶ ൌ ሺ݄ଵߠgcosߩ ൅ ݄ଶ െ yሻ, െ∞ ൏ x ൏ ∞,0 ൑ y ൑ ݄ଶ     (34)  

同理，可推得土層之水壓力分佈式如下： ݌ଷ ൌ ሺ݄ଵߠgcosߩ ൅ ݄ଶ െ yሻ, െ∞ ൏ x ൏ ∞,െ∞ ൑ y ൑ 0    (35) 

1.5 無因次控制方程式 

A. 木本層之無因次水流控制方程式 

令	y∗ ൌ ୷௛భା௛మ , ∗ଵݑ ൌ ୳భ୳ౣ౗౮ ,			u୫ୟ୶ ൌఘ୥ୱ୧୬ఏሺ௛భା௛మሻమଶఓ 	，以及߶ଵ ൌ ఘమ௚஼ೢ஻௠௦௜௡ఏሺ௛భା௛మሻరସఓమ 	，
其中u୫ୟ୶為傾斜裸露地薄層流水表面上之最

大流速，藉由以上無因次參數可將(3)式簡化

為： 

ୢమ௨భ∗ୢ୷∗మ െ ߶ଵݑଵ∗ଶ ൅ 2 ൌ 0,െ∞ ൏ x ൏ ∞, ௛మ௛భା௛మ ൑y∗ ൑ 1    (36) 

(36)式即為木本層之無因次水流控制方程

式。 

B. 植生層之無因次水流控制方程式 

再令ݑଶ∗ ൌ ௨మ୳ౣ౗౮ , ߶ଶ ൌ ఘమ௚஼ೢ஻௠௦௜௡ఏሺ௛భା௛మሻరସఓమ௡మ ，

與	ߜଶ ൌ ௡మ௞೛మ ሺ݄ଵ ൅ ݄ଶሻଶ藉由以上無因次參數，

可將(15)式簡化為： ୢమ௨మ∗ୢ୷∗మ െ ∗ଶݑଶߜ െ ߶ଶݑଶ∗ଶ ൅ 2 ൌ 0,െ∞ ൏ x ൏ ∞,0 ൑ y∗ ൑ ௛మ௛భା௛మ     (37) 

(37)式即為植生層之無因次水流控制方程

式。 

C. 土層之無因次水流控制方程式 

令ݑଷ∗ ൌ ௨య୳ౣ౗౮與ߜଷ ൌ ௡య௞೛య ሺ݄ଵ ൅ ݄ଶሻଶ，依以
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上無因次參數可將(17)式簡化為： ୢమ௨య∗ୢ୷∗మ െ ∗ଷݑଷߜ ൅ 2 ൌ 0,െ∞ ൏ x ൏ ∞,െ∞ ൏y∗ ൑ 0    (38 ) 

(38)式即為土層之無因次水流控制方程式。 

1.6 無因次邊界條件 

根據上節之無因次參數轉換，邊界條件

亦可由有因次形式轉換為無因次形式，整理

如下： 

A. 自由水面處 ሺܡ∗ ൌ ૚ሻ 
由切線(x)方向流體應力連續，且在自由

水面處剪應力為零，可得： ୢ௨భ∗ୢ୷∗ ൌ 0, 	y∗ ൌ 1      (39 ) 

B. 水層與草層之交界面(ܡ∗ ൌ  (૛ࢎ૚ାࢎ૛ࢎ
由切線(x)方向流體應力連續： ୢ௨భ∗ୢ୷∗ ൌ ୢ௨మ∗ୢ୷∗ , 	y∗ ൌ ௛మ௛భା௛మ     (40 ) 

再由切線(x)方向流體速度連續： ݊ଵݑଵ∗ ൌ ݊ଶݑଶ∗, y∗ ൌ ௛మ௛భା௛మ    (41 ) 

C. 地表面(	ܡ∗ ൌ ૙) 

由切線(x)方向流體應力連續： ୢ௨మ∗ୢ୷∗ ൌ ୢ௨య∗ୢ୷∗ , 	y∗ ൌ 0     (42 ) 

再由切線(x)方向流體速度連續： ݊ଶݑଶ∗ ൌ ݊ଷݑଷ∗, 	y∗ ൌ 0    (43 ) 

D. 土層無窮遠處(	ܡ∗ → െ∞) 

切線(x)方向流體速度為零，可以表示

為：  ݑଷ∗ ൌ 0, 	y∗ → െ∞      (44 ) 

1.7 流速分佈之半解析解 

首先，由木本層之無因次水流控制方程

式(36)式對 y 積分可得： ୢ௨భ∗ୢ୷∗ ൌ ሺଶథభଷ ଵ∗ଷݑ െ ∗ଵݑ4 ൅ ଵሻభమܥ      (45 ) 

式中，ܥଵ為積分常數。 

假設水面之流速為ݑଵ௦∗ ，將(45)式代入邊界條

件(21)式，整理可得： ⇒ 0 ൌ ଶథభଷ ଵ௦∗ଷݑ െ ∗ଵ௦ݑ4 ൅ ଵܥ    (46 ) 

即可求得積分常數ܥଵ，可表示為第(47)式： ܥଵ ൌ ∗ଵ௦ݑ4 െ ଶథభଷ ଵ௦∗ଷݑ    (47 ) 

同理，由植生層之無因次水流控制方程

式(37)式對 y 積分可得： 

ୢ௨మ∗ୢ୷∗ ൌ ሺߜଶݑଶ∗ଶ ൅ ଶథమଷ ଶ∗ଷݑ െ ∗ଶݑ4 ൅ ଶሻభమܥ    (48 ) 

式中，ܥଶ為積分常數。 

而土層之流速則由(38)式求出流速通解

可表示為： ݑଷ∗ ൌ ∗ଷ݁ඥఋయ୷ܥ ൅ ∗ସ݁ିඥఋయ୷ܥ ൅ ଶఋయ    െ∞ ൏ x ൏ ∞,െ∞ ൏ y∗ ൑ 0   (49 ) 

再將(49)式代入邊界條件(44)式，可得ܥସ ൌ 0，
因此土層之流速分佈可改寫為： ݑଷ∗ ൌ ∗ଷ݁ඥఋయ୷ܥ ൅ ଶఋయ,   െ∞ ൏ x ൏ ∞,െ∞ ൏ y∗ ൑ 0    (50 ) 

假設由植生層推算至木本層和植生層交

界面之流速為ݑଶ௖∗ ，推算至地表面之流速為ݑଶ଴∗ 。因此可由邊界條件(41)式得到(51)式。 ݑଵ∗ ൌ ௡మ௡భ ∗ଶ௖ݑ , y∗ ൌ ௛మ௛భା௛మ    (51 ) 

將(47)式與(51)式代回(45)式後，邊界條件(40)

式中等號左邊可改寫為： ୢ௨భ∗ୢ୷∗ ൌ ቂଶథభଷ ቀ௡మయ௡భయ ଶ௖∗ଷݑ െ ଵ௦∗ଷቁݑ െ 4 ቀ௡మ௡భ ∗ଶ௖ݑ െ
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∗ଵ௦ݑ ቁቃభమ,	  y∗ ൌ ௛మ௛భା௛మ	    (52) 

而邊界條件(40)式中等號右邊可寫成： ୢ௨మ∗ୢ୷∗ ൌ ሺଶథమଷ ଶ௖∗ଷݑ ൅ ଶ௖∗ଶݑଶߜ െ ∗ଶ௖ݑ4 ൅ ,ଶሻభమܥ y∗ ൌ௛మ௛భା௛మ    (53 ) 

將(52)式與(53)式代入(40)式中整理，即可推

得ܥଶ： ܥଶ ൌ ଶଷ ቂݑଶ௖∗ଷ ቀ߶ଵ ௡మయ௡భయ െ ߶ଶቁ െ ߶ଵݑଵ௦∗ଷቃ െ ଶ௖∗ଶݑଶߜ   െ4 ቂቀ௡మ௡భ െ 1ቁ ∗ଶ௖ݑ െ ∗ଵ௦ݑ ቃ    (54 ) 

另外，邊界條件(43)式可改寫為： ݊ଶݑଶ଴∗ ൌ ݊ଷሺܥଷ ൅ ଶఋయሻ, 	y∗ ൌ 0    (55 ଷܥ ( ൌ ௡మ௡య ∗ଶ଴ݑ െ ଶఋయ      (56 ) 

配合(56)式，邊界條件(42)式中等號右邊可改

寫為： 

ୢ௨య∗ୢ୷∗ ൌ ඥߜଷሺ௡మ௡య ∗ଶ଴ݑ െ ଶఋయሻ	, 	y∗ ൌ 0    (57 ) 

另外配合(54)式，邊界條件(42)式等號左邊可

改寫為： 

ୢ௨మ∗ୢ୷∗ ൌቄଶథమଷ ଶ଴∗ଷݑ ൅ ଶ଴∗ଶݑଶߜ െ ∗ଶ଴ݑ4 ൅ ଶଷ ቂݑଶ௖∗ଷ ቀ߶ଵ ௡మయ௡భయ െ߶ଶቁ െ ߶ଵݑଵ௦∗ଷቃ െ	ߜଶݑଶ௖∗ଶ െ 4 ቂቀ௡మ௡భ െ 1ቁݑଶ௖∗ െݑଵ௦∗ ቃቅభమ , y∗ ൌ 0                        

(58 ) 

將(57)式與(58)式代入(42)式整理得： 

ଶଷ ቂ߶ଶݑଶ଴∗ଷ ൅ ቀ߶ଵ ௡మయ௡భయ െ ߶ଶቁ ଶ௖∗ଷݑ െ ߶ଵݑଵ௦∗ଷቃ ൅ߜଶሺݑଶ଴∗ଶ െ ଶ௖∗ଶሻݑ െ  4 ቂݑଶ଴∗ଶ ൅ ቀ௡మ௡భ െ 1ቁ ∗ଶ௖ݑ െ ∗ଵ௦ݑ ቃ ൌ ଷߜ ቀ௡మమ௡యమ ଶ଴∗ଶݑ െ

ସ௡మఋయ௡య ∗ଶ଴ݑ ൅ ସఋయమቁ,  y∗ ൌ 0     (59 ) 

(47)式代入(45)式後等號兩邊分別取定積

分： 

׬ ቂଶଷ߶ଵሺݑଵ∗ଷ െ ଵ௦∗ଷሻݑ െ 4ሺݑଵ∗ െ ∗ଵ௦ݑ ሻቃିభమ௨భೞ∗೙మ೙భ௨మ೎∗   ∗ଵݑ݀

ൌ ׬ ݀y∗ ൌଵ೓మ೓భశ೓మ ௛భ௛భା௛మ     (60 ) 

(54)式代入(48)式後等號兩邊分別取定積

分： 

׬ ቄଶథమଷ ଶ∗ଷݑ ൅ ଶ∗ଶݑଶߜ െ ∗ଶݑ4 ൅ ଶଷ ቂݑଶ௖∗ଷ ቀ߶ଵ ௡మయ௡భయ െ௨మ೎∗௨మబ∗߶ଶቁ െ ߶ଵݑଵ௦∗ଷቃ െ ଶ௖∗ଶݑଶߜ െ 4 ቂቀ௡మ௡భ െ 1ቁ ∗ଶ௖ݑ െ
∗ଵ௦ݑ ቃቅିభమ ∗ଵݑ݀ ൌ ׬ ݀y∗ ൌ೓మ೓భశ೓మ଴ ௛మ௛భା௛మ     (61 ) 

式中，	ݑଵ௦∗ ∗ଶ௖ݑ、 與ݑଶ଴∗ 為未知數，可由(59)式、

(60)式與(61)式以數值方法聯立求解。 

2. 水深不及草高之流況 

 

圖 2 植生層與土層二層示意圖 

Figure 2 Definition sketch of vegetation layer 

and soil layer 
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本節所分析之流況為水深不及草高與木

本植物高，其示意圖如圖 2 所示，因此流場

分為兩個區域，第二層為植生層，第三層為

可透水土層。 

2.1 水深不及草高流況下之半解析解 

藉由上一節之理論推導方式，即可獲得

流速之半解析解為(62)式與(64)式： 

ୢ௨మᇲ∗ୢ୷∗ ൌ ሺߜଶᇱݑଶᇱ∗ଶ ൅ ଶథమᇲଷ ଶᇱ∗ଷݑ െ ଶᇱ∗ଶݑ4 ൅ ,ଵᇱሻభమܥ    

െ∞ ൏ x ൏ ∞, 0 ൏ y∗ ൑ ݄2݄1൅݄2 (62 ) 

其中，ܥଵᇱ ൌ െ ଶథమᇲଷ ଶௌᇱ∗ଷݑ െ ଶௌᇱ∗ଶݑଶߜ ൅ ∗ଶௌᇱݑ4  (63 ) 

∗ଷᇱݑ ൌ ∗ଶᇱ݁ටఋయᇲ୷ܥ ൅ ଶఋయᇲ	,   െ∞ ൏ x ൏ ∞,െ∞ ൏ y∗ ൑ 0  (64 ) 

其中，ܥଶᇱ ൌ ௡మ௨మబᇲ∗௡య െ ଶఋయᇲ  (65 ) 

將(62)式積分後可得關係式如下： 

׬ ଵ
ቈఋమᇲ ሺ௨మᇲ∗మି௨మೄᇲ∗మሻାమഝమᇲయ ሺ௨మᇲ∗యି௨మೄᇲ∗యሻିସሺ௨మᇲ∗ି௨మೄᇲ∗ ሻ቉భమ dݑଶᇱ∗௨మೄᇲ∗௨మబᇲ∗ ൌ

׬ dy∗ଵ଴ ൌ 1      (66 ) 

式中， 

߶ଶᇱ =
ఘమ௚஼ೢ஻௠௛మర௦௜௡ఏସఓమ௡మ             (67 ) 

∗ଶᇱݑ ൌ ௨మᇲሺഐౝ౩౟౤ഇ೓మమమഋ ሻ     (68 ) 

其中，ݑଶᇱ為有因次之植生層流速，ݑଶᇱ∗為無因

次之植生層流速，ݑଶௌᇱ∗為水面流速，ݑଶ଴ᇱ∗ 為由

植生層所推算之地表流速。 

ଶథమᇲଷ ଶ଴ᇱ∗ଷݑ ൅ ቀߜଶᇱ െ ଷᇱߜ ௡మమ௡యమቁ ଶ଴ᇱ∗ଶݑ ൅ 4 ቀ௡మ௡య െ1ቁ ∗ଶ଴ᇱݑ െ ସఋయᇲ ൌ ଶଷ ଶௌᇱ∗ଷݑ ൅ ଶௌᇱ∗ଶݑଶᇱߜ െ ∗ଶௌᇱݑ            

(69 )  

其中， ߜଶᇱ ൌ ௡మ௞೛మ ݄ଶଶ      (70 ଷᇱߜ ( ൌ ௡య௞೛య ݄ଶଶ    (71 ) 

式中，ݑଶ଴ᇱ∗ 與ݑଶௌᇱ∗ 為未知數，可由(66)式與(69)

式以數值方法聯立求得。 

結果與討論 

1. 流速分佈 

在分析水理現象的範疇中，流速分佈是

了解流況最關鍵的部分，因此本節依兩種不

同水深案例別加以繪圖、討論。 

植生層之比滲透係數是草體孔隙率和植

株莖剖面直徑之函數，可由 Kaviany(1991)所

提出之關係式獲得： 

݇௣ଶ ൌ ௡మయൈௗ೎మ଼଴ൈሺଵି௡మሻమ      (72 ) 

式中，݀௖為草體的莖剖面直徑。 

1.1 水深淹過草高之流速分佈 

經由上一節的理論推導，最後得到三個分別

位於水面、木本層與植生層交界面以及地表

面之流速。在此引用一數值方法─高斯積分式

(Gauss Integration Formula)如(73)式，式中௝݂ ൌ ݂ሺݐ௝ሻ，先決定 n 值，n 值為用來控制精

度的參數，精度為 2n-1 階，ܣ௝與ݐ௝則參照表

1，使用變數變換將積分上、下限固定在-1 至

1 之區間，由此可將積分式化為多項式。本

研究使用 n=3 之精度運算，由上述三條多項 
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表 1 高斯積分：ܣ௝與ݐ௝ 
Table 1 Gauss Integration Formula：ܣ௝ & ݐ௝

n ݐ௝ ܣ௝ 精  度 

2 
-0.5773502692 

0.5773502692 

1 

1 
3 

3 

-0.7745966692 

0 

0.7745966692 

0.5555555556 

0.8888888889 

0.5555555556 

5 

4 

-0.8611363116 

-0.3399810436 

0.3399810436 

0.8611363116 

0.3478548451 

0.6521451549 

0.6521451549 

0.3478548451 

7 

式配合數值方法可求得水面、木本層與植生

層交界面與地表面之流速，再將求得之流速

代入(60)與(61)式，並將其化為高斯積分式，

進 而 求 出 整 個 垂 直 流 速 剖 面 ׬ 。 ݂ሺݐሻ݀ݐ ൎ ∑ ௝ܣ ௝݂௡௝ୀଵଵିଵ     (73 ) 

首先，由草本植株之密度對於水流的影

響進行探討，所探討之草本植物為假儉草，

根據楊(2007)的碩士論文，研究指出假儉草草

體的剖面直徑為 0.003m，而本研究所探討之

木本植物為莖剖面直徑為 0.1 公尺之幼樹。

計算阻力係數係引用 Wu (2007)提出用於群

組木本植物的阻力係數公式，如(74)式，與木

本植物的排列方式有直接的關係。 ܥ௪ ൌቀ1 ൅ 1.9 ൈ ଵ.ଽ஻ൈ஼೏బ୪୬ ቁ ൈ ൤0.2025 ቀ୪ୱ஻ቁ଴.ସ଺ൈ஼೏బ൨ ൅ଶ௟௡௟௡ି஻ െ 2                            (74 ) 

式中，B 為木本植物之莖剖面直徑；ܥௗ଴為單

一木本植物之阻力係數，建議值為 1.1；ln與ls分別為木本植物間之橫向與縱向間距。 

不同假儉草密度之流速分佈如圖 3 所示，

其中之木本植物配置圖表示如圖 4，圖 4 為

每平方公尺面積上種植 4 株木本植物，且橫

向距離與縱向距離皆為 0.5m，圖 3 中三角形

符號曲線為無種植草本植物、只種植木本植

物的情況，其它曲線則為種植 3000 株至 9000

株不等之假儉草與 4 株木本植物。由圖 3 可

知隨著植生層中草本植物數量的增加，植生

層與木本層的流速皆受到影響而降低。草本

植物對於水流速度的影響可由各流速曲線對

於未種植草本植物之流速曲線(三角形符號)

的差值得知，在植生層中間的差異為最顯著，

水面上的流速差異較不明顯，而在地表面上

之流速呈現極微小的差異，因此草本植物對

於水流流速的影響在植生層中央最大，木本

層為其次，而在土層中則影響最小。未種植

草本植物的曲線(三角形符號)呈現平滑的弧

線，而其它有種植草本植物的曲線則隨著孔

隙率的下降而漸漸有反曲點的現象出現。 

再由不同木本植物排列配置來觀察水流

受阻力之影響，圖 5 為每平方公尺之坡面上 
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圖 3 水深淹過草高時不同假儉草密度之流速

分佈(݄ଵ ൌ ݄ଶ ൌ 0.01m, s=0.0001, ln=ls=0.5m ) 

Figure 3 Velocity distributions with varied 

density of centipede grass in submerged 

condition (݄ଵ ൌ ݄ଶ ൌ 0.01m, s=0.0001, 

ln=ls=0.5m ) 

 

圖 4 木本植物之排列配置圖 A 

Figure 4 Illustration of woody plants 

arrangement A 

種植 3000株假儉草與 8株木本植物之流速分

佈，而木本植物則依照圖 6 的排列設置，圖

5 中各案例的水面流速、木本/植生交界面流

速與地表流速以及阻力係數則列於表 2 之中，

由流速剖面圖可知木本植物施於水流最大的

阻力情況為圖 6(d)之配置，而阻力最小的為

圖 6(a)，由表 2 可知在圖 6(a)配置下的水面

流速約為圖 6(d)配置的 3 倍，而阻力係數ܥ௪
相差近 10 倍。另外，圖 6(b)與圖 6(c)配置下

的流速分佈則非常接近，圖 6(b)配置的流速

稍大於圖 6(c)的配置。表 2 也顯示出當木本

植物間的橫向距離與縱向距離的比值越大時，

流速則越大、阻力係數則越小。由此推論，

若應用在水土保持工程中使用木本植物減低

坡面水流流速時，使用圖 6(d)方可達到最高

效率，但此種排列不僅不美觀且對植物生長

空間有所限制，因此建議考量採用圖 6(b)或

6(c)之排列方式。 

1.2 水深不及草高之流速分佈 

使用辛普森積分法，再配合疊代法即可

將(66)與(69)式聯立求解得ݑଶ଴ᇱ∗ 與ݑଶௌᇱ∗ ，之後再

將 

 

圖 5 不同木本植物排列配置之流速分佈

(݄ଵ ൌ ݄ଶ ൌ 0.01m, s=0.0001, ݊ଵ=0.9764, ݊ଶ=0.93167) 

Figure 5 Velocity distributions with varied 

arrangement of woody plants (݄ଵ ൌ ݄ଶ ൌ0.01m, s=0.0001, ݊ଵ=0.9764, ݊ଶ=0.93167) 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

圖 1 木本植物之排列配置圖 B (a) ln=0.5m, ls=0.25m (b) ln=ls=0.25m (c) ln=0.25m, ls=0.5m (d) 

ln=0.125m, ls=1m 

Figure 6 Illustration of woody plants arrangement B (a) ln=0.5m, ls=0.25m (b) ln=ls=0.25m (c) 

ln=0.25m, ls=0.5m (d) ln=0.125m, ls=1m 

表 2 不同木本植物排列配置之各項參數 

Table 2 Parameters for various woody plants arrangement 

案例 ln/ls ݑଵ௦∗ ∗ଶୡݑ  ∗ଶ଴ݑ   ௪ܥ 

(a) 2 0.2276741 0.1302958 0.0015915 0.9814 

(b) 1 0.1706176 0.1058532 0.0014975 1.9567 

(c) 1/2 0.1623486 0.1021571 0.0014809 2.1907 

(d) 1/6 0.1174875 0.0810461 0.0013720 9.7165 

 

ln=0.125
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表 1 水深不及草高時不同植生層之參數 

Table 3 Parameters for vegetation layer in emergent condition 

案例 ݉′ ݉ ݊ଶ ݇௣ଶ(m2) ݑଶ଴ᇱ∗ ∗ଶௌᇱݑ   

 0 4 0.9686 0.1151 0.0029 0.1261 

 2500 4 0.9509 4.01ൈ10-5 0.0023 0.0984 

 5000 4 0.9332 2.05ൈ10-5 0.0020 0.0795 

 10000 4 0.8979 7.81ൈ10-6 0.0015 0.046 

該二流速代入(66)式使用辛普森積分法求得

此流速所對應之位置，由此方法即可將完整

之流速剖面繪出。 

圖 7 為不同假儉草植株數之流速分佈，

實線為無種植草本植物僅種植四株木本植物

的狀況，其他曲線皆同時種植木本與草本植

物。圖中描述的各案例，水深為 0.018m、坡

度為 0.001，其他詳細參數則列於表 3 中，表

中݉′為假儉草在每平方公尺面積上的株數，

m 為每平方公尺面積上木本植物之數量，ݑଶ଴ᇱ∗
和ݑଶௌᇱ∗為位於地表面與水面之無因次流速。在

計算比滲透係數時，除了無種植草本植物的

案例中݀௖使用 0.1m(木本植物之莖剖面直徑)

其他案例的݀௖皆使用 0.003m(假儉草之莖剖

面直徑)。由圖 7 觀察可知流速的變化量在植

生層上半部較在植生層下半部緩，當草之密

度越大、孔隙率越小時流速較容易趨緩，並

且其流速分佈在接近底床部分之速度梯度皆

較大，而越靠近水面之流速梯度則越小，此

流速分佈特性與均勻流流況更相近。 

至於坡度對於流況之影響如圖 8 所示，

圖中所有案例每平方公尺坡面上皆種植 5000

株假儉草，水深皆控制在 0.018m，惟改變底

床坡度進行研究。由於無因次之流速基底會 

隨著坡度的增加而遞增，因此將各坡度的流

速分佈乘以各流速基底即可得到圖 8，該圖

為一有因次的流速分佈圖。底床坡度越大時，

流速分佈也越大。在 s=0.01、s=0.001 與

s=0.0001 的坡度下，水面流速分別約為

0.5(m/s)、0.1(m/s) 與0.02(m/s)，因此可推論：

在此植生密度布設下，當坡度增加 10 倍時，

水面流速大約增加為原來的 5 倍。 

 

圖 7 水深不及草高時不同假儉草密度之流速

分佈(hଶ ൌ 0.018m, s=0.001 ) 

Figure 7 Velocity profiles with varied density 

of centipede grass in emergent condition 

(݄ଶ ൌ 0.018m, s=0.001 ) 
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圖 8 水深不及草高時不同坡度流速分佈

(m′=5000, nଶ ൌ 0.9332, hଶ ൌ 0.018m) 

Figure 8 Velocity profiles with different slope 

in emergent condition (m′=5000, nଶ ൌ 0.9332, hଶ ൌ 0.018m) 

結論 

本研究呈現以孔隙介質流理論為主軸，

佐以解析方法分析水流流經植生坡面水理現

象之研究，藉著假設合理之條件，並將控制

方程式與邊界條件無因次化，以精簡演算過

程，求得一個簡單、有效之數學模式來計算

流速分佈，整理後分別歸納出下列之成果： 

1. 水深淹過草高之流況 

(1) 在固定木本植株數下改變草之疏密度，

由流速分佈圖可發現草對於水流流速

的影響在植生層中央最大，木本層為其

次，而在土層中則影響最小。 

(2) 探討木本植物排列配置對於流速分佈

的影響時，發現當木本植物間的橫向距

離與縱向距離的比值越大時，流速則越

大、阻力係數則越小。 

2. 水深不及草高之流況 

(1) 在固定木本植株數下，當草之密度越

大、孔隙率越小時，流速較容易趨緩，

並且其流速分佈在接近底床部分之速

度梯度皆較大，而越靠近水面之流速梯

度則越小，此流速分佈之特性與均勻流

流況更相近。 

(2) 當坡地水流流速越大時(如坡度變大或

草皮較稀疏)，經種植木本植物後，水

流所受阻力便越大，而木本植物對流速

分佈的削減效應也就越大。 
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